Лекции №7. ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ

1 Предел переменной величины. Предел последовательности.
Из разнообразных способов поведения переменных величин наиболее важен тот, при котором переменная величина стремится к некоторому пределу. В этом случае значения, принимаемые переменной величиной х, становятся сколь угодно близкими к некоторому постоянному числу a - пределу этой переменной величины. Говорят, что переменная величина стремится, неограниченно приближается к постоянному числу а (своему пределу). Дадим более подробно соответствующее определение.
Переменная величина х стремится к пределу a (a - постоянное число), если абсолютная величина 
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 разности между х и а становится в процессе изменения переменной величины сколь угодно малой..
То же самое определение можно сказать и другими словами. 
Определение. Постоянное число а называется пределом переменной величины х , если  
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 - абсолютная величина разности между х и а становится в процессе изменения переменной величины х сколь угодно малой.
Тот факт, что число  а, является пределом переменной величины, записывается следующим образом:
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 - первые буквы слова limes - предел) или х —> a
Уточним, что следует понимать под словами "величина 
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 становится сколь угодно малой", имеющимися в определении предела. Зададимся произвольным положительным числом
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, тогда, если, начиная с некоторого момента в изменении переменной величины х, значения 
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сделаются, и будут становиться меньше, чем это 
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Переменная величина 
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стремится к пределу 
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, если для любого положительного  
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. начиная с некоторого момента в изменении переменной 
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, выполняется неравенство
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Определение предела имеет простой геометрический смысл: неравенство 
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 (рис. 26). Таким образом, определение предела в геометрической форме: число 
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является пределом переменной величины 
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, если для любой (произвольно малой) 
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можно указать такой момент в изменении переменной 
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 начиная с которого все ее значения
попадают в указанную
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 -окрестность точки a. 
Необходимо представлять себе процесс приближения к пределу в динамике. Взяли некоторую 
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 - окрестность точки a; начиная с некоторого момента в изменении 
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, все значения
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  попадают в эту окрестность. Теперь возьмем более тесную 
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 - окрестность точки a 
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; начиная с некоторого (более отдаленного в сравнении с первым) момента в изменении 
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, все ее значения попадут в 
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 - окрестность точки а и т.д. (рис. 1). 
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рис. 1

          Введя определение предела переменной величины, мы постарались его подробно обсудить и расшифровать. Однако в этом определении осталась нераскрытой одна, весьма существенная, деталь; что следует понимать под словами "начиная с некоторого момента в изменении переменной величины 
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"? Это ясно тогда, когда процесс изменения переменной протекает во времени: начиная с некоторого момента (времени). Но не всегда мы имеем дело с переменными величинами, изменение которых протекает во времени. Как же быть в этих случаях? Выход состоит в расшифровке этого места в общем определении предела переменной специфическим образом для каждого типа переменных величин: по-своему для последовательностей, по-своему для функций и т.д.
Предел последовательности. Прежде всего необходимо вспомнить определение последовательности: если все значения, принимаемые переменной величиной х, можно занумеровать помощью всевозможных натуральных чисел х},х2,...хп,..., причем значение с большим номером принимается после значения с меньшим номером, то говорят, что переменная х пробегает последовательность значений хх,х2,...хп ...; или просто, что имеется последовательность (числовая последовательность). 
Определение. Числовой  последовательностью  называется действительная функция натурального аргумента, т. е. функция, у которой 
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Она обозначается символом 
[image: image42.wmf]¥

=

1

n

n

}

x

{

, где 
[image: image43.wmf]N

n

Î

, или короче, 
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, зависящее от n, называется n –ым членом последовательности. Расставив значения последовательности по порядку номеров, получаем, что последовательность можно отождествить со счётным набором действительных чисел, т. е.
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Примеры: 

а) Последовательность 
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 является постоянной и состоит из равных чисел (единиц): 
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Для последовательностей содержащееся в общем определении предела переменной высказывание "начиная с некоторого момента в изменении 
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" должно означать - "начиная с некоторого номера", так как члены с большими номерами следуют (по определению последовательности) за членом с меньшим номером.    Итак,    мы    получаем    следующее   определение    предела последовательности: 

Определение. Число а называется пределом последовательности 
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Соответствующее обозначение 
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Неравенство 
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 можно также записывать в виде 
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. В этих записях подчеркнуто, что величина хп становится сколь угодно мало отличимой от a , когда номер члена 
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неограниченно возрастает. Геометрически определение предела последовательности означает следующее: для сколь угодно малой 
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-окрестности числа а найдется такой номер N, что все члены последовательности с большими, чем N, номерами попадают в эту окрестность, вне окрестности оказывается лишь конечное число начальных членов последовательности (рис. 2). Это все или некоторые из членов
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Рис. 2
Число 
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 в нашем определении зависит от 
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) . Как говорилось ранее, определение предела следует понимать в развитии, в динамике, в движении: если мы возьмем другое, меньшее значение для 
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 то найдется, вообще говоря, другой номер Nx > N, такой, что неравенство  
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Будем записывать определение предела с помощью логических символов (кванторов). Определение предела последовательности с помощью кванторов выглядит так:
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В рассмотренных выше примерах предел имеют последовательности а)  и  г), а последовательности б) и  в) пределов не имеют.

Пример. Доказать, что 
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Зададим произвольное 
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Решим это неравенство относительно
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Рис. 3
Это и означает по определению, что  (Рис. 3) 
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2.Предел функции
Дадим определения пределов функции при 
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Пусть функция 
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Определение.  Число А называется пределом функции 
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(Обозначается 
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                                                                                                                                       Рис.4

Определение  . Число А называется пределом слева функции 
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(Обозначается 
[image: image108.wmf]A

)

x

(

f

lim

a

x

=

-

®

 или 
[image: image109.wmf]A

)

0

a

(

f

=

-

).

Определение . Число А называется пределом справа функции 
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Теорема. 
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Пример.  
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В этом примере рассматривается только  
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Определение.  Число А называется пределом функции 
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(Обозначается 
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Определение. Число А называется пределом функции 
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Определение. Число А называется пределом функции 
[image: image134.wmf])

x

(

f

y

=

 при 
[image: image135.wmf]¥

®

x

, если 
[image: image136.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

e

<

-

Þ

>

"

$

>

e

"

A

)

x

(

f

N

x

:

x

:

N

0

. (Обозначается 
[image: image137.wmf]A

)

x

(

f

lim

x

=

¥

®

).

Последнее определение подразумевает, что 
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 определена в некотором интервале 
[image: image139.wmf](

)

+¥

,

N

, пятое определение подразумевает, что она определена в интервале 
[image: image140.wmf](

)

N

-

¥

-

,

, а из шестого определения следует, что она определена при 
[image: image141.wmf]N

x

>

 и 
[image: image142.wmf]N

x

-

<

, т. е. в промежутках 
[image: image143.wmf](

)

(

)

+¥

È

-

¥

-

,

N

N

,

.
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Рис.5

Свойства  функций  и  последовательностей, имеющих    предел. Рассматриваемые ниже свойства справедливы для всех видов пределов функций и пределов последовательности. Однако для краткости будем формулировать их для одного предела  (при  
[image: image154.wmf]a
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).

1) Предел постоянной функции (или последовательности) равен этой постоянной, т. е. 
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2) Если предел функции (последовательности) существует, то он единствен.

Определение. Функция 
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Примеры:
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При существовании пределов 
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4) Любая последовательность, имеющая предел, ограничена.

Определение. Функция 
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Определение. Последовательность 
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Примеры: 

1. Любая постоянная функция или последовательность не возрастает и не убывает.

Функция 
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Рис.6
Если последовательность 
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Аналогичное утверждение можно сформулировать для 
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Теорема.  Пусть в некоторой окрестности точки 
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Рис.7

Сформулируйте и докажите аналогичные утверждения для последовательностей.
3 Бесконечно малые и бесконечно большие  функции. 
Определение. Функция 
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Пример. Функция 
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Теорема 2. Пусть 
[image: image219.wmf])

x

(

a

 б. м. при 
[image: image220.wmf]a

x

®

, а 
[image: image221.wmf])

x

(

f

 ограничена в некоторой окрестности точки а, тогда 
[image: image222.wmf])

x

(

f

)

x

(

×

a

 является б. м. при 
[image: image223.wmf]a

x

®

.
Пример. Вычислим 
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Следовательно, искомый предел, как предел б. м., равен нулю.

Теорема 3. Предел 
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Из этого свойства следует, что функцию 
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3.1 Основные теоремы о пределах. Пусть 
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1. Функция не может иметь более одного предела. 
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Первый замечательный предел
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Доказательство. Пусть 
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                                                                                            Рис. 8
Так как функция 
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Пример.
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Второй замечательный предел
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Здесь е ( 2,718282… – иррациональное число.

Доказательство. Мы докажем следующее утверждение:
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Для этого воспользовавшись формулой бинома Ньютона:
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Эта последовательность  {хn}  обладает двумя свойствами:

а) Она монотонно возрастает, так как в  xn+1  на одно слагаемое больше, и каждое слагаемое в  xn+1  больше соответствующего слагаемого в {хn}.
б) 
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т. е. {хn} ограничена сверху числом  3. Следовательно, по свойству 4 пределов   
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Пример. Вычислим предел
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3.2 Бесконечно большие функции и их свойства

Определение. Функция y=F(x) называется бесконечно большой (б.б.) при x( a, если
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Очевидно, что любая  б.б. функция не ограничена в окрестности  точки 
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Отметим следующие свойства б.б. функций. 

1) Сумма двух б.б. одного знака при  
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3.3 Сравнение бесконечно малых и бесконечно больших

Определение. Бесконечно малая 
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Определение. Бесконечно малые 
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Пример. Б.м. 
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Это отношение эквивалентности удовлетворяет трём свойствам
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Теорема. Пусть 
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Эти эквивалентные б.м. позволяют более просто вычислять некоторые пределы с помощью следующей теоремы.

Теорема. Пусть 
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При этом оба записанных предела существуют одновременно. Если одно из выражений б. б., то другое также является б. б.

Пример. 
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4.Непрерывность функции 
Определение. Функция 
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В символической форме это определение записывается так:
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Функция 
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Очевидно, что функция является непрерывной в точке 
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График непрерывной функции представляет из себя непрерывную линию.

Теорема (о непрерывности монотонной функции). Пусть функция 
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Рис. 9
Из этой теоремы следует, что все основные элементарные функции непрерывны во всех внутренних точках своей области определения, а во всех граничных точках области определения, принадлежащих ей, они непрерывны справа и слева. Это следует из того, что любую точку из области определения основной элементарной функции можно включить в отрезок, где эта функция монотонна и принимает все значения из отрезка  
[image: image395.wmf][

]

)

b

(

f

   

),

a

(

f

.

Например, функция 
[image: image396.wmf]x

arcsin

y

=

 непрерывна во всех точках интервала   

 (–1,1), непрерывна в точке 
[image: image397.wmf]1

x

-

=

 справа и в точке 
[image: image398.wmf]1

x

=

 слева, так как оно монотонно возрастает в 
[image: image399.wmf][

]

1

 

,

1

-

 и для 


[image: image400.wmf][

]

0

0

0

0

0

y

sin

x

   

,

y

x

arcsin

:

1

 

,

1

x

   

,

2

,

2

y

=

=

-

Î

$

ú

û

ù

ê

ë

é

p

p

-

Î

"

.

Теорема  Пусть функции 
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также непрерывны в точке 
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Следствие 2. Любая элементарная функция непрерывна во всех внутренних точках своей области определения, а в граничных точках отрезков области определения непрерывна справа или слева. 

Это следует из теорем 1, 2, 3.
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График функции 
[image: image436.wmf]x

x

sin

y

=
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3. Если хотя бы один из пределов 
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4.2 Свойства функций, непрерывных на отрезке
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Рис. 14
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Это даёт алгоритм приближенного решения уравнения 
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Вторая теорема Больцано-Коши. Пусть
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Рис. 16

Эту теорему можно сформулировать и так: непрерывная на отрезке (а, 
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 Пример. Функция 
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Поэтому слово “отрезок” в этой теореме существенно.
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Вторая теорема Вейерштрасса. Функция 
[image: image488.wmf][

]

b

,

a

C

)

x

(

f

y

Î

=

 достигает в нём своих наибольшего и наименьшего значений. 

Без доказательства (рис.17).
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Рис. 17

Контрольные вопросы: 

1. Сформулируйте определения предела последовательности, предела функции при стремлении аргумента к некоторому конечному пределу и предела функции при стремлении аргумента к бесконечности.

2.Какая функция называется бесконечно малой и каковы ее основные свойства?

3.Основные теоремы о пределах функций.

4.Первый замечательный предел. Сформулируйте определение числа е (второй замечательный предел).

5.Сформулируйте определения непрерывности функции в точке и на отрезке. Какие точки называются точками разрыва функции. 

6.Сформулируйте основные свойства функций, непрерывных на отрезке и дайте геометрическое истолкование этим свойствам.

Литературы: 

             Основная  [2] глава 3 § 3.3-3.10  стр. 86-126

                                [19]  2.5-2.7  стр. 162-180
                                [18]  § 5.5-5.10  стр. 146-189
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